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Cwiczenie 415. Pomiar masy i $redniej gestosci kuli ziemskiej

1. Wprowadzenie

Celem ¢wiczenia jest pomiar masy kuli ziemskiej 1 jej sredniej gestosci poprzez pomiar
przyspieszenia ziemskiego metodg badania ruchu wahadta.

1.1 Grawitacja

Sita przyciggania wzajemnego F ciat sferycznie symetrycznych o masach M i m ma wartos¢:

Mm
F=G ? ) (1)
gdzie R jest odlegloscig pomiedzy srodkami mas obu cial, a G oznacza stalg grawitacji. gdzie R jest
odlegtoscia pomiedzy srodkami mas obu ciat, a G
oznacza statg grawitacji.
Dla dociekliwych

Wartos¢ stalej grawitacji wyznaczyl w1798 roku Henry
Cavendish za pomocg wagi torsyjnej (wagi skrecen):

Na sprezystej kwarcowej nici Cavendish zawiesit poziomo pret z
dwiema matymi kulkami olowianymi o masach m (rysunek a).
Nastepnie w poblizu kazdej z kulek umiescil wiekszg kule
olowiang o masie M i zmierzyl precyzyjnie kqt o jaki obrocit sig
pret (rysunek b). Na podstawie pomiaru kgta obrotu «
wyznaczyt G.

Obecnie przyjmowang wartoscia G jest: G =6,673-10"" N-m?-kg~

Poniewaz znamy promien Ziemi (np. z pomiaru obwodu Ziemi), przyspieszenie grawitacyjne g, to
warto$¢ statej G umozliwia obliczenie masy Ziemi M i $redniej gestosci p,,.; nNaszej planety (4):

Mm
gR’
M==_ 3
s 3
M
pZiemi = 47 (4)
“aR®
3

Przyspieszenie ziemskie zalezy od szeroko$ci geograficznej (z powodu sity odsrodkowej
wywotanej obrotem kuli ziemskiej oraz faktem, ze kula ziemska jest nieznacznie sptaszczona na
biegunach) i wysokosci nad powierzchnig morza (gtownie z powodu zmiany odlegtosci od srodka
Ziemi) jednak zmiany te sg stosunkowo niewielkie i nawet miedzy réwnikiem i biegunem nie
przekraczajg 0,5 %. Warto$¢ g dla Warszawy (100 m n.p.m) wynosi 9.81230 m/s*

Z pomiarow geograficznych $redni promien kuli ziemskiej R wynosi 6371 km.
1.2 Wahadlo matematyczne

Wahadlo matematyczne to punktowe cialo o masie m wahajace si¢ w jednej plaszczyznie na
nierozciagliwej i niewazkiej nici o dtugosci L.

Oznaczenia:

m — masa wahadla, L — dtugos¢ wahadta,

60— kat odchylenia od potozenia rownowagi,

F, — sifa cigzkosci, F,=mg,
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t—czas, Q- przyspieszenie ziemskie,
@ — czgstos¢ ruchu wahadta, T — okres wahan,
X — przemieszczenie masy m wzdtuz tuku, x=1L24,

6,, — maksymalne odchylenie wahadla (amplituda drgan),
R — sita reakc;ji nici, 7 =3,14159....
Sktadowa sity cigzkoSci mgcosé nacigga ni¢ i jest
rownowazona sila reakcji nici R. Cigzarek wprawia w ruch
sktadowa sity cigzkosci mgsind. Z drugiej zasady e Fg cosB
dynamiki Newtona wynika réwnanie ma=mgsiné.
Poniewaz a=d 2X/ dt? i x= L@, rownanie ruchu cigzarka
ma postac:

2

d-é ]
L—=-gsindg 5
=9 )

Roéwnanie to nie zawiera masy ci¢zarka, z czego wynika
whniosek, ze ruch wahadta a wiec i okres jego drgan nie zalezy od masy ci¢zarka.

Roéwnanie (5) nie opisuje ruchu prostego oscylatora harmonicznego, gdyz druga pochodna kata
odchylenia @ nie jest proporcjonalna do € ale do sin&. Oznacza to, ze okres drgan wahadta bedzie
zalezal od amplitudy drgan.

Dla matych wartosci kata € (dla matych wychylen wahadla) mozna zastosowaé przyblizenie

sin @= @ i wtedy ruch cigzarka opisuje rownanie prostego oscylatora harmonicznego:
d’é g
=20 6
dt> L ©
Czestos¢ katowa dla takiego oscylatora wyraza si¢ wzorem:

a):\/ﬁ (7)
L

_ ol 8

T Zﬂ\g (8)

Okres drgan wahadta bez przyblizenia matych odchylef otrzymamy rozwiazujac roGwnanie (5):
2 2
T=2z " 1+ (1j sinz[amJ + (13} sin“(amj +... (9)
\'g 2 2 2-4 2

Wyniki obliczen okresu wahan wedlug pelnego wzoru (9), zebrane w tabeli I, pozwalaja ocenié
btad stosowania przyblizenia matych odchylen.

zas$ okres drgan:

Tabela . [ 0, o) | 98ttt
5 0.048%
10 0.19%
15 0.43%
20 0.75%
30 1.7%
40 3.2%
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Z tabeli I wynika, ze dla wahadel o kacie maksymalnego odchylenia mniejszym niz 20 stopni
stosowanie wzoru uproszczonego powoduje btad mniejszy niz 1%.

Pomiar dlugo$¢ L 1 okresu wahan T wahadta pozwala obliczy¢ przyspieszenie ziemskie g ze wzoru:
47°L
p— T2 .
Po wyznaczeniu warto$ci przyspieszenia ziemskiego obliczamy ze wzoréw (3) i (4) odpowiednio
mas¢ Ziemi i Srednig gestos¢ kuli ziemskiej.

(10)

. WYKONANIE CWICZENIA.

1. Zapisujemy dlugosci 1 masy wahadet.

N

2. Wahadta wprawiamy kolejno w drgania o malej amplitudzic (maksymalne odchylenie
nie powinno przekracza¢ 5 cm) i tak by wahania odbywaty si¢ w jednej plaszczyznie,
prostopadtej do $ciany.

3. Mierzymy czas pelnych 20 wahnie¢ dla dlugich wahadet, a dla krotkich wahadet 30. Pamicgtaj,
ze jedno petne wahnigcie jest wtedy gdy cigzarek wréci do potozenia w ktorym uruchomiono
pomiar czasu.

4. Wyniki wpisujemy do tabeli pomiarowej.
5. Wykonujemy obliczenia.

3. RACHUNEK BLEDOW.

W ¢wiczeniu mamy do czynienia z pomiarem g powtoérzonym 10-krotnie. Oznaczmy kolejne
wyniki N-krotnie powtorzonego pomiaru przez ¢,, gdzie indeks i oznacza numer pomiaru
(i=1 .., N). Srednia arytmetyczna ¢ z wynikow pomiaréw jest dobrym oszacowaniem
»prawdziwej” wartosci g:

N
Zgi _ 9+9, :\‘l----+gN (11)
i=1

Za miar¢ niepewnosci pomiarowej $redniej arytmetycznej wartosci g przyjmujemy btad Sredni
kwadratowy o (tzw. odchylenie standardowe wartosci $redniej):

(12)

Uznajemy, ze blad wyznaczonej wartosci g Wynosi o, co mozemy zapisa¢ w postaci g =7+ o.
Blad wzgledny wyznaczenia masy Ziemi M 1 $redniej gestosci kuli ziemskiej mozemy przyjac jako
réwny btedowi wzglednemu Ag/g wyznaczenia g:

Ag/g=0/3.
We wnioskach, oprocz poréwnania uzyskanych wynikéw z danymi literaturowymi, dodatkowo
rozwazamy, czy:
e masa ci¢zarka ma wplyw na uzyskane wyniki;
e dla wykorzystywanych wahadet stuszne jest przyblizenie wahadla matematycznego;

e wystepowaly inne czynniki nie uwzglednione w analizie ruchu wahadta.



