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Pracownia fizyczna — analiza wynikow pomiaréw i ich niepewnosci.

1.1. Wstep

Zjawiska zachodzace w przyrodzie opisywane sa za pomoca odpowiednio zdefiniowanych pojec
zwanych wielkosciami fizycznymi. Pewne wielko$ci zostaly wybrane jako podstawowe (dtugose,
masa, czas, nat¢zenie pradu, temperatura, nat¢zenie §wiatta) i shuza do okreslenia wszystkich innych
wielkosci fizycznych zwanych wielkosciami pochodnymi. Pomiar wielkosci fizycznych jest mozliwy,
gdy istnieje jednostka miary. Dla wielko$ci podstawowych jednostka miary jest dowolnie wybrany
stan tej wielkosci, ktoremu umownie przypisujemy warto$¢ 1 i nazywamy go wzorcem.

Obowiazujacy obecnie migdzynarodowy uktad jednostek, zwany w skrocie uktadem SI, oparty jest na
nastgpujacych jednostkach podstawowych: metr (m), kilogram (kg), sekunda (s), amper (A), kelwin
(K) oraz kandela (cd). Jednostkami uzupetniajacymi s radian (rad) i steradian (sr).

Zajecia w pracowni fizycznej, zwiazane sa z pomiarami wielkosci fizycznych. Analiza pomiarow
wielkosci fizycznej musi zawieraé wraz z wynikiem oceng jego niepewnosci. Ponizej omdéwiono
sposoby oceny niepewno$ci pomiarowych oraz zawarto pewne praktyczne uwagi dotyczace
opracowania i prezentacji uzyskanych wynikow.

1.2. Charakterystyka niepewnosci pomiarowych

1.2.1. Znaczenie oceny niepewnosci

Wszystkie pomiary narazone sa na wystgpowanie réznych niepewnosci. Rachunek btedow polega na
okresleniu jak duze sa te niepewno$ci pomiarowe 1 na wskazaniu sposobu ich zmniejszenia, gdy jest
to mozliwe. W naukach przyrodniczych ,blqd pomiaru” oznacza niemozliwa do uniknigcia
niepewnos¢ zwiazang ze sposobem pomiaru i dalej obydwa wyrazy beda traktowane wymiennie.
Wynik pomiaru bez oceny niepewnosci nie jest wielkoscia w pelni uzyteczna. Powiedzmy, ze
uzyskali$my nastgpujace wartosci oporu, np. cewki indukcyjnej, w dwu réznych temperaturach:
200,025Q dla 10°C 1 200,034 dla 20°C. Przy tak zblizonych danych nie jest mozliwa odpowiedZ na
pytanie, czy opor tej cewki zalezy od temperatury. Dopiero informacja o wielkosci btgdu pozwoli na
sprecyzowanie odpowiedzi. Dlatego obok wyniku pomiaru zapisujemy jego przyblizony blad,
np. zmierzyliSmy napigcie pradu 1 podajemy wynik U =(135%£5) V. Oznacza to, ze z okreslonym
prawdopodobienstwem prawdziwa warto$¢ napigcia zawiera si¢ w przedziale od 130 V do 140 V.
1.2.2. Matematyczny zapis niepewnosci
Otrzymana w wyniku pomiaru warto$¢ x wielkosci fizycznej r6zni si¢ od jej warto$ci rzeczywistej X
Liczbg Ax, ktora jest warto$cia bezwzgledna roznicy (x—X ) nazywamy niepewnosciq lub bledem
bezwzglednym pomiaru wielko$ci mierzonej:

Ax =|x - X].
Blad ten wyrazony jest w takich samych jednostkach jak wielko$¢ mierzona.
Niepewnos¢ Ax wskazuje na wiarygodnos¢ lub dokladno$¢ pomiaru: X =x+Ax. Jednak sama
warto$¢ Ax nie moéwi wszystkiego. Niepewnos¢ jednego centymetra przy dlugosci jednego kilometra
sugeruje niezwykle precyzyjny pomiar, podczas gdy niepewno$¢ jednego centymetra przy odleglosci
trzech centymetréw wskazuje na bardzo grube przyblizenie. Zatem, o jakos$ci pomiaru nie decyduje

sama tylko niepewnos$¢, ale takze stosunek Ax do x. Prowadzi nas to do pojecia niepewnosci
wzglednej (inaczej btedu wzglednego).

Stosunek niepewnos$ci Ax do warto$ci bezwzglednej |x| nazywamy bfedem wzglednym,

Blad wzgledny wyrazony w procentach nazywamy bigdem procentowym B, B =—-100%.
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W praktyce, warto§ci mierzone najczgsciej sa dodatnie (x > 0) 1 oznaczenie warto$ci bezwzglednej
moze zosta¢ pominigte. Niepewnos¢ wzgledna jest wielkoscia niemianowana. Na przyktad pomiar
[ =50%1 cm ma niepewnos$¢ wzgledng Al/l =1/50 = 0,02 i niepewno$¢ procentowa 2%.

Zaréwno blad bezwzgledny jak i wzgledny w sposob $cisty nie moze by¢ wyznaczony, poniewaz nie
znamy warto$ci rzeczywistej X, ale jesteSmy w stanie z rozsadnym prawdopodobienstwem stwierdzic,
ze X miesci si¢ w przedziale

x—Ax< X <x+Ax.

1.2.3. Btedy przypadkowe i systematyczne

Jedna z najlepszych metod oceny wiarygodnos$ci pomiaru jest jego wielokrotne powtarzanie i badanie
otrzymanych wynikow. Nie wszystkie jednak rodzaje niepewnos$ci pomiarowych moga by¢ oceniane
za pomoca statystycznej analizy wynikow wielokrotnych. Z tego powodu niepewnos$ci pomiarowe
dziela si¢ na dwie grupy: niepewnosci przypadkowe, ktdre moga by¢ poddane analizie statystycznej
1 niepewnosci systematyczne, ktore takiej analizie nie moga by¢ poddane.

Bledy systematyczne sa takie same w kazdym pomiarze, przeprowadzanym w tych samych
warunkach 1 zawsze przesuwaja nasze wyniki wzglgdem wartoSci rzeczywistej w tg sama strong.
Wynikaja one z wadliwie przygotowanego do pomiarow przyrzadu (np. nie wyzerowana waga) badz
z nieuwzglednienia dodatkowych czynnikéw zakldcajacych pomiary (np. rozszerzalno$¢ cieplna).
Do btedow systematycznych mozna tez zaliczy¢ niepewnosci, ktorych zrodtem jest precyzja
stosowanego przyrzadu, np. kazdy pomiar suwmiarka daje takaq sama niepewnos¢ rowna 0,1 mm.

Z kolei bledy przypadkowe w kolejnych pomiarach (w tych samych warunkach) przybieraja rozne,
przypadkowe wartosci. Wynikaja one z niedoskonatosci ludzkich zmystow i narzedzi pomiarowych.
W praktyce bledy tego rodzaju zmniejszane sa poprzez kilkakrotne powtorzenie tego samego
pomiaru. Przypus¢my, ze mierzymy czas spadania kulki w cieczy na okreslonej drodze. Jezeli
stosujemy stoper o duzej dokltadnosci, to Zrodlem bledu bedzie czas naszej reakcji przy wiaczaniu
i wylaczaniu stopera. Wlaczanie lub wylaczanie przedwczesne lub spoznione jest jednakowo
prawdopodobne, wigc catkowity efekt ma przypadkowy charakter. Jesli wielokrotnie powtarzamy
pomiar, czasami zawyzamy wynik, a czasami go zanizamy. Analizujac metodami statystycznymi
rozrzut tych wynikow, mozemy dosta¢ bardzo wiarygodne oszacowanie tego rodzaju blgdu. Z drugiej
strony, jes$li nasz stoper stale si¢ pdzni, to wszystkie pomiary czasu be¢da zanizone i powtarzanie
pomiaru (tym samym stoperem) nigdy nie ujawni zrodta tego biedu systematycznego.

Wspomnijmy jeszcze, o tzw. bledach grubych, ktorych Zrédlem jest nieuwaga eksperymentatora,
np. zle odczytano wskazanie przyrzadu. Wynik wowczas na tyle si¢ rozni od pozostatych, ze fatwo
mozna pomytkg zauwazy¢ 1 odrzucic.

1.3. OkreSlanie niepewnosci pomiarowych

1.3.1. Poréwnanie wartosci zmierzonych i wartosci uznanych

Jesli dwa pomiary tej samej wielko$ci nie zgadzaja si¢ ze soba, to méwimy o rozbieznosci. Liczbowo
definiujemy rozbiezno$¢ pomigdzy wynikami pomiardw jako ich roznicg. Rozbiezno$¢ nie jest
znaczqca, jesli jest ona mniejsza niz niepewno$¢ pomiarowa.

Na pracowni czgsto mierzy si¢ wielkosci juz wczesniej wielokrotnie precyzyjnie zmierzone i ktoérych
bardzo doktadne warto$ci mozna znalez¢ w tablicach — sa to tzw. wartosci tablicowe. Wartos$ci te nie
sa pozbawione niepewnosci nie mniej jednak sa one o wiele bardziej doktadne, niz moga by¢
wyznaczone przez studenta na pracowni fizycznej. Wartosci tablicowe sa traktowane jako wartosci
uznane danej wielkosci fizycznej. Przykladowo, aktualnie uznana warto$¢ predkosci $wiatta réwna
jest ¢ =299 792 458 +£1 m/s.

Najprostszym typem do$wiadczenia jest pomiar wielkosci x, ktorej wartoS¢ tablicowa x,, znamy.

Jesli wynik eksperymentu daje rozbieznos$¢ warto$ci zmierzonej i tablicowej w granicach niepewnosci
pomiarowej & to mozemy go uznac za zadowalajacy. Z drugiej strony, jesli warto$¢ uznana jest sporo
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poza oszacowanym zakresem x—& 1 x+¢&, to istnieja uzasadnione obawy, Ze co$ si¢ nie udato
1 nalezy szuka¢ zrodet pomyitki, sprawdzi¢ swoje pomiary 1 obliczenia.

Przyczyn powstania btedu moze by¢ wiele. Mdgt on wystapi¢ podczas pomiaru lub obliczen,
niewlasciwie mogta zosta¢ oszacowana niepewno$¢ pomiarowa. Wynik pomiaru mogt wreszcie by¢
porownywany z niewlasciwa warto$cia uznang. Na przyktad przeprowadziliSmy pomiar predkosci
dzwigku w powietrzu i uzyskaliémy wynik: ©v=345+2m/s, podczas gdy tablicowa warto$¢
predkosci dzwigku w powietrzu w warunkach normalnych (0°C, 101,3 kPa) wynosi 331 m/s. Istnieje
mozliwo$¢, ze pomiaru nie przeprowadzono w temperaturze 0°C. Istotnie, jesli pomiar wykonano
w 20°C, to wiasciwa warto$¢ predkosci dzwigku bylaby rowna 343 m/s i wynik pomiaru bylby
w zupetnosci zadowalajacy.

W koncu rozbiezno$¢ taka moze wskazywac¢ na pewne bledy systematyczne, ktérych wykrycie bedzie
wymagac sprawdzenia warunkéw pomiarowych i kalibracji wszystkich przyrzadow.

Rozbiezno$¢ naszego wyniku 1 wartosSci tablicowej wyrazamy obliczajac blad bezwzgledny
1 wzgledny w porownaniu do wartosci tablicowej:

Ax
wl B, == 100%.

Ax,, = |x—x

tab

1.3.2. Niepewnosci w pomiarach bezposrednich

Prawie wszystkie pomiary bezposrednie wymagaja odczytu na skali np. linijki, zegara, woltomierza.
Niepewno$ci w tym przypadku moga by¢ oszacowane catkiem prosto — w przypadku podziatki
milimetrowej jako 0,5 mm, a jezeli odlegtos¢ kolejnych kresek podziatki jest odpowiednio duza, to
przy odczycie stosujemy interpolacj¢ i doktadno$¢ odczytu moze wynosi¢ np. jedna piata wartosci
najmniejszej podziatki. Niestety czgsto wystgpuja inne zrédia niepewnosci. Podczas pomiaru
odlegtosci pomiedzy dwoma punktami gléwnym problemem moze by¢ ustalenie, gdzie naprawde
znajduja si¢ te punkty. Np. mierzac na tawie optycznej z podziatka milimetrowa odlegto$¢ obrazu od
soczewki mozemy mie¢ trudno$ci w okresleniu potozenia srodka soczewki, ktorej grubos¢ wynosi
zwykle kilka milimetréw, a obraz moze wydawac si¢ ostry réwniez na przestrzeni kilku milimetrow.
Cho¢ podziatka jest milimetrowa, to niepewno$¢ w tym przypadku moze by¢ rzedu centymetra.

Przyrzady wskazoéwkowe takie jak woltomierze czy amperomierze maja podana tzw. klase, ktora
okresla doktadno$¢ pomiaru jako procent zakresu pomiarowego przyrzadu, zatem
klasa -zakres
Ax =——"—.
100
Np., jesli klasa woltomierza wynosi 0,5%, a zakres skali (maksymalna wartos$¢, jaka mozemy
zmierzy¢ przy danym ustawieniu przetacznika zakresow) byt 300V, to niepewnos$¢ AU odczytu
napigcia wynosi
~0,5-300V
100

kazdy pomiar napigcia na tym zakresie obarczony jest takim samym blgdem 1,5 V. Blad wzgledny

maleje wraz ze wzrostem wychylenia wskazowki, dlatego nalezy tak dobiera¢ zakres pomiarowy
przyrzadu, aby wychylenie wskazoéwki bylo mozliwie duze.

AU =L5V;

W przypadku miernikow cyfrowych doktadno$¢ podana jest w instrukcji przyrzadu. Doktadnos$¢ na
ogot jest réwna od 1% do 3% warto$ci wskazanej na wyswietlaczu plus kilka (na ogot 4 Iub 5)
jednostek pokazanych na ostatnim miejscu dziesigtnym. Jezeli woltomierz cyfrowy wskazat napigcie
np. 25,16 V a dokltadnos$¢ pomiaru wynosi 2% + 4 jedn. to

AU =(0,02-25,16+0,04)V =(0,5032+0,04)V =0,5432V = 0,6 V.
Zatem mozemy przyjac, ze mierzone napiccie jest rtowne U =(25,2£0,6) V.

Doktadny odczyt moze dawa¢ mylne wrazenie dokladno$ci. Wyobrazmy sobie, ze mierzymy czas
spadku ciata z okre$lonej wysokosci. Na ogdt roznice w kolejnych pomiarach czasu przekraczaja
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doktadno$¢ odczytu, co wynika z przypadkowosci momentu, w ktérym uruchomimy i zakonczymy
pomiar czasu. W takich przypadkach, jezeli pomiar moze by¢ powtarzany, to powinien by¢
przeprowadzony wielokrotnie. Rozrzut wynikow jest czgsto dobra wskazdéwka, co do niepewnosci
a warto$¢ Srednia jest z reguly bardziej wiarygodna niz kazdy z poszczegélnych wynikéw. Metody
analizy statystycznej wielokrotnych pomiaréw beda omoéwione dale;j.

Gdy pomiary wykonujemy kilkakrotnie, ale liczba pomiaréw jest mata, np. n = 3, i ich rozbiezno$¢
jest wigksza niz dokladno$¢ odczytu, to miara blgdu moze by¢ maksymalna warto$¢ z roznic
pomigdzy wartoscia $rednia, a kazdym z wynikow:

, i=1,2,3.

Ax = max‘)_c - X,

Jest jeszcze jeden, zupehie inny rodzaj pomiaréw, w ktorych mozna prosto oceni¢ niepewnos¢.
Istnieja doswiadczenia polegajace na zliczaniu zdarzen zachodzacych w sposob przypadkowy, lecz ze
sci$le okreslonym prawdopodobienstwem. Przykladowo, w probce materialu promieniotworczego
kazde pojedyncze jadro rozpada si¢ w przypadkowym momencie, lecz istnieje okreslone $rednie
prawdopodobienstwo, z jakim mozemy spodziewac si¢ zarejestrowania rozpadu w catej probcee. Jesli
liczymy zdarzenia zachodzace w pewnym przedziale czasu 7' i dostajemy odpowiedZ N to, zgodnie
z teorig tego rodzaju zliczen, nasz wynik jako miara spodziewanej $redniej liczby zdarzen w czasie T’

ma niepewnos¢ JN . Zatem, wynik oparty na tej jednej obserwacji powinien brzmie¢

$rednia liczba zdarzen w czasie T= N £ /N
Na przyktad, jesli w probce uranu zliczamy 900 rozpadow w ciagu 100 s, to mogliby$Smy stwierdzic,
ze $rednio w probee tej zachodzi 900 £+/900 =900+30 rozpadéw w stu sekundach.

1.3.3. Przenoszenie niepewnosci

Wigkszo$¢ wielkos$ci fizycznych nie da si¢ okresli¢ na podstawie bezposredniego pomiaru. Wyznacza
si¢ je natomiast w dwodch etapach. Na poczatku wykonuje si¢ pomiar jednej lub kilku wielkosci
a nastgpnie korzystajac ze zmierzonych wartosci x, y, ...., oblicza si¢ interesujaca nas warto$¢ zfozonej
wielkosci fizycznej. Aby znalez¢ np. opor elektryczny przewodnika mierzymy napigcie U przytozone
do jego koncow i nat¢zenie pradu / plynacego przez przewodnik a opdr obliczamy: R=U/I.
Poniewaz prawie wszystkie doswiadczenia sktadaja si¢ z bezposredniego pomiaru i nastgpujacych po
nich obliczen — to i1 ocena niepewnos$ci roéwniez przebiega dwuetapowo. Po pierwsze nalezy ocenié
niepewnosci wielko$ci mierzonych bezposrednio, nastgpnie za$ stwierdzi¢, w jaki sposob owe
niepewnosci ,,przenosza” si¢ w trakcie obliczef na niepewnos¢ ostatecznego wyniku.

1.3.4. Ogdlna reguta przenoszenia niepewnosci — blad maksymainy

Zatdézmy, ze ztozona wielko$¢ fizyczna A= f(x,y,z) jest funkcja trzech niezaleznych zmiennych,
ktorymi sa proste wielkoSci fizyczne x, y, z, obarczone bledem pomiaru. We wzorach moga
wystgpowaé rowniez wielko$ci, ktorych wartosci bierzemy z tablic, np. przyspieszenie ziemskie czy
cieplo wlasciwe 1 wowcezas, najczesciej, nie uwzgledniamy ich wrachunku btedéw. W celu
wyznaczenia maksymalnej niepewnosci AA nalezy obliczy¢é zmiang funkcji f, spowodowana
niewielkimi zmianami jej argumentéow — Ax, Ay, Az. Wykonamy to metodq rozniczki zupetne;j.

Mozna uzasadni¢ wybdr tej metody obliczania bledu, rozwijajac w szereg Taylora funkcje
At A= f (x TAx,yEAy,zt Az), jednak doktadnego wyprowadzenia nie bedziemy tutaj przytaczac.

Rézniczkujemy funkcje 4:

dA = é)fdx+ é’fderé)fdz.
ox oy Oz
Pochodne we wzorze powyzszym sa to pochodne czastkowe (obliczamy je jak zwykle pochodne
jednej zmiennej, czyli przy obliczaniu np. pochodnej czastkowej funkcji 4 po zmiennej x pozostale
zmienne y i z traktujemy jako state parametry).
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Aby obliczy¢ blad bezwzgledny AA, zastgpujemy roézniczki zmiennych ich bledami bezwglednymi
(np. zamiast dx podstawiamy Ax) i1 uwzgledniamy tylko warto$ci bezwzgledne pochodnych
czastkowych. Zaktadamy w ten sposob przypadek najbardziej niekorzystny, w ktorym wszystkie
btedy dodaja si¢, cho¢ w rzeczywistosci mogly si¢ czgSciowo kompensowac, (dlatego mowimy
o bledzie maksymalnym). Otrzymujemy wowczas nastgpujacy wzor przyblizony na btad maksymalny
ztozonej wielkosci fizyczne;j:

A A A
AAd=——Ax+—Ay+—]Az. (D)
X oy z
Jesli wielko$¢ wyznaczana A jest iloczynem dowolnych potgg mierzonych wielkosci,
A=Cx“y"z", (2)

metodg rézniczki zupetnej mozemy zastapi tzw. rozniczkowaniem logarytmicznym. Logarytmujemy
obie strony rownania (3),
In4A=InC+alnx +blny+clnz,

nastgpnie rozniczkujemy ten logarytm. Postgpujemy dalej tak, jak w przypadku metody rézniczki
zupelnej 1 ostatecznie uzyskujemy nast¢pujace wyrazenie na maksymalny btad wzgledny A4, dla
wielkosci 4 okreslonej rownaniem (2):

AA :|an bAy|+

A y |
Obliczony w ten sposob maksymalny btad wzgledny jest suma bledow wzglednych mierzonych
wielkosci prostych, mnozonych przez wspdtczynniki rowne potedze, w jakiej poszczegolne wielkosci
wystepuja w wyrazeniu (2). Metoda ta ma te zaletg, ze oprocz znacznego uproszczenia obliczen

pozwala na szybka oceng, ktora z wielkosci mierzonych wnosi najwigkszy przyczynek do bitedu
koncowego. Powyzsze rozwazania moga tatwo by¢ rozszerzone na dowolna liczbg zmiennych.

AZ|
c )

|

3)

| +

X

Opisane metody obliczania bledu maksymalnego zilustrujemy dla kilku szczegdlnych, prostszych,
przypadkéw i zastosujemy ja takze do najbardziej ogélnego przyktadu.

1.3.5. Szczegdlne przypadki przenoszenia niepewnosci

Sumy i réznice

Jesli mamy dodaé lub odja¢ kilka liczb x, ..., w, to stosujac zalezno$¢ (1) otrzymamy nastepujaca
regute: Niepewnos¢ obliczonej warto$ci 4 = x +...4+z — (u +...+ w) jest suma
A= Ax+..+Az+ Au+...4+ Aw, 4)

wszystkich pierwotnych niepewnosci. Innymi stowy, kiedy dodaje si¢ lub odejmuje kilka wielkosci,
niepewnosci tych wielkosci dodaja sig.

Przykiad zastosowania tej reguly. Przypusémy, ze eksperymentator miesza dwie ciecze z dwoch
zlewek. Uprzednio zwazyt zardwno pelne jak i puste zlewki i otrzymat nastgpujace wyniki:

e Masa pierwszej zlewki z zawarto$cia M,=540+10 g;
e Masa pustej pierwszej zlewki m =72+1g;
e Masa drugiej zlewki z zawarto$cia M, =940+20 g;
e Masa pustej drugiej zlewki m,=97t1g.

Znajdujemy catkowita mas¢ zmieszanych cieczy: M =M, —m, + M, —m, =1311 g. Zgodnie
z regula (4) niepewno$¢ tego wyniku jest suma wszystkich czterech niepewnosci,

AM = AM | + Am, + AM, + Am, =32g.
Ostateczna odpowiedz (wlasciwie zaokraglona) brzmi: catkowita masa cieczy = 1310 + 30 g.

Warto zauwazy¢, ze o wiele mniejsze niepewno$ci wyznaczenia masy pustych zlewek wnosza
nieistotny wklad w ostateczna niepewno$¢. Czgsto z gory mozna okresli¢, ktore z niepewnosci sa
nieistotne 1 moga by¢ od poczatku pominigte, co pomaga znacznie uproscic ich obliczanie.
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lloczyny i ilorazy

Jesli pewne wielkos$ci x, ..., w sa mierzone z malymi niepewnos$ciami Ax, ..., Aw, zmierzone za$
warto$ci uzywane sa do obliczenia wielkos$ci 4,
Xz
A= ,
U W

to zgodnie z zalezno$cia (3) niepewnos$¢ wzgledna obliczonej warto$ci A4 jest nastgpujaca suma:
AA  Ax Ay Au Aw
— Rttt
N N C

Krotko moéwiac, kiedy mnozy si¢ lub dzieli pewne wielkos$ci, niepewnos$ci wzgledne dodaja sig.

)

W

Na osobna wzmiankg zastluguje ponizszy przypadek reguty (5).
lloczyn wielkosci zmierzonej i doktadnej liczby.
Jesli wielko$¢ x zostala zmierzona z niepewnoscia Ax 1 uzywana jest do obliczania iloczynu 4=k x,
gdzie k nie ma zadnej niepewnosci, to niepewnos¢ A4 réwna jest iloczynowi |k| 1 niepewnosci x,

Ad =|k|- Ax. (6)
Gdy na przyklad zmierzymy grubos$¢ G stu kartek papieru i otrzymamy wynik G =3,3+£0,2 cm, to

natychmiast dochodzimy do wniosku, ze grubo$¢ pojedynczej kartki

G, = L G=0,033£0,002 cm.
100

Wyrazenia potegowe.
Jesli wielkos¢ x, zmierzona z niepewnoscia Ax jest uzywana do obliczenia wyrazenia potggowego
A=x",to zgodnie z zaleznoscia (3) niepewnos$¢ wzgledna A jest |n| razy wigksza niz niepewnos¢ x:
AA Ax
R 7
4
Przypus$émy, ze znajdujemy przyspieszenie ziemskie g mierzac czas ¢ spadku kamienia z wysokosci 4.
Wykorzystujemy wzor g=2h/ t* . Zgodnie z regula (7) niepewnos¢ wzgledna #* jest dwa razy

=|n]

wigksza niz niepewno$¢ wzgledna z. Zatem stosujac regule (5) dla iloczynéw i ilorazéw znajdujemy
niepewnos¢ wzgledna g podstawiajac dane liczbowe do wzoru
A
_g — A_h + 2& X
g h t
Wyrazenia zawierajgce wszystkie dziatania arytmetyczne.
Ten przypadek wymaga stosowania metody rézniczki zupelnej, co zilustrujemy ponize;.

Przy wyznaczaniu ggstosci cieczy metoda piknometru otrzymujemy wzor

k

_my—m

k.=

w

m,—m

gdzie k, — ggsto$¢ badanej cieczy, k, — ggstos¢ wody, m — masa samego piknometru, m, — masa

w

piknometru wypelnionego woda, m, — masa piknometru wypelnionego badang ciecza. We wzorze na

gestos¢ cieczy mamy trzy wielko$ci obarczone niepewnoscia pomiaru: m, m,, m,. Zatem,

Akc:wk" Am+|akc Am, +|—=|Am, .
[an| " |om| 2
Obliczamy pochodne czastkowe: L =—k"_kw, K, =— k. , XK, =— k. )
m,—m  dm, m,—m dm, m,—m

Po podstawieniu do wzoru na AK_ otrzymamy:
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—k"_kw|Am+( Amy A, ]k :

Ak =

c

m,—m mo—m m,—m
Wystegpujace w tym wzorze niepewnosci Am, Am,, Am, rowne sa doktadnosci wazenia.

1.3.6. Niepewnosci niezalezne

Jesli mierzone wielkosci sa niezalezne (np. czas 1 droga), niepewnosci za§ maja charakter
przypadkowy, to jest duza szansa na czgs$ciowe zniesienie si¢ btgdow, 1 Ze ostateczna niepewnos¢
bedzie mniejsza niz zwykta suma niepewnosci lub niepewnosci wzglednych. Mozna w tym przypadku
zastosowac regule ,,geometrycznego dodawania” niepewnosci — dodajemy kwadraty niepewnosci
(dla sum lub roznic) lub kwadraty niepewnosci wzglednych (iloczyny iilorazy) 1 wyciagamy
pierwiastek z obliczonej sumy kwadratow.

Niepewno$é sumy i réznicy: A=x+.+z—(u+.+w)

Jesli wiadomo, ze niepewno$ci mierzonych wielkosci sa niezalezne i przypadkowe, to niepewno$¢
obliczonej warto$ci A4 jest pierwiastkiem z sumy kwadratow niepewnosci poczatkowych:

A = J(Ax) +.t (Az) +(Au) +..+ (Aw)’ | (8)

Przy tym spetniony jest warunek A4 < Ax+...+ Az + Au+...+ Aw.

X Z

Niepewnos¢ iloczynu i ilorazu: A= :
U+ ...w

Jesli niepewnosci x, ..., w sa niezalezne i przypadkowe, to wzgledna niepewno$¢ obliczonej wartosci A
jest pierwiastkiem z sumy kwadratow poczatkowych warto$ci niepewnos$ci wzglednych

Mz Ax +...+ Az + Au +...+ Aw . 9)
|A| X z u w
Ax Ay | Au Aw

— <t b —.
AR W

W kazdym przypadku spetniona jest nierdwnos¢

Przyklad. Zat6zmy, ze chcemy znalez¢ sprawnos$¢ grzejnika elektrycznego, uzywajac go do ogrzania
masy m wody o roznicg temperatury of. Ciepto pobrane przez wodg o cieple wlasciwym ¢ wynosi
Q =cmot, energia elektryczna dostarczona wynosi W = Pz, gdzie P jest moca pradu elektrycznego,
7— czasem przeplywu pradu. Sprawnos$¢ jest okreslona wzorem
0 mcot
w Pt
Zatozmy, ze m, o, T sa moga by¢ zmierzone z dokladnoscia 1%, moc pradu za§ ma niepewnosc
wzgledna 5%. Przyjmujemy, ze ciepto wiasciwe wody ma niepewno$¢ do zaniedbania. Jesli teraz
obliczmy niepewno$¢ zgodnie z regula (5), otrzymamy niepewnos¢
An Am  ASt) AP At
—r—+ +—+

= (14 1+145)% = 8%.
n m ot P 7

n

Z drugiej strony, jesli ufamy, ze r6zne niepewnosci sa niezalezne 1 przypadkowe, mozemy obliczy¢
An/n korzystajac z reguly kwadratowego przenoszenia btedow i otrzymaé

2 2 2 2
Mz\/(A—mJ +(Mj +(£j +(£j PP+ 45 =28 ~5%.
n m ot P T

Wyrazne wida¢, ze reguta geometrycznego przenoszenia btedow prowadzi do znaczaco mniejszej
wartosci niepewnosci procentowej. Co wigcej widac, ze niepewnosci takich wielkos$ci jak m, ¢, 7 nie
daja istotnego wkiadu do niepewnos$ci sprawnosci. Jest to spowodowane tym, ze podnoszenie do
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kwadratu duzych liczb znacznie zwigksza ich wptyw na niepewno$¢ koncowa i zwykle mozemy
pozostate kwadraty zaniedbacd.

Przyktad ten pokazuje, ze zwykle lepiej i czgsto tatwiej jest sumowaé bledy stosujac regule
geometrycznego przenoszenia btedow. Pokazuje on takze, w jakiego rodzaju zadaniach btedy sa
niezalezne 1 uprawnione jest stosowanie tej reguly. Cztery zmierzone wielkosci (m, o¢, 7, P) to rozne
wielko$ci fizyczne, majace rozne jednostki i mierzone catkowicie réznymi sposobami — Zrddla btedu
jakiejkolwiek z tych wielkos$ci nie sa skorelowane ze zrodtami bledow ktoérejkolwiek z pozostatych.
Zatem uzasadnione jest traktowanie btedow jako niezaleznych i obliczanie pierwiastka z sumy
kwadratow.

Ogodlna reguta przenoszenia btedéw

Jesli niepewnos$ci wyznaczenia x, y, z sa niezalezne 1 przypadkowe, to suma (2) zastgpowana jest
przez pierwiastek z sumy kwadratéw

i J(%) {@Ay] ENE 10
ox oy oz

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze ze wzorow (1) 1 (10) dadza si¢ wyprowadzi¢ wszystkie reguty podane dla
szczegblnych przypadkow.

1.4. Statystyczne opracowywanie wynikow pomiarow
1.4.1. Obliczanie btedu przypadkowego prostej wielkosci fizycznej

W obecnych rozwazaniach ograniczymy si¢ do pomiaréw prostych wielkosci fizycznych (wynik
odczytujemy bezposrednio na przyrzadzie), w przypadku, gdy btad systematyczny mozemy pominaé
w poréwnaniu z btgdem przypadkowym.

Powtarzajac wielokrotnie pomiar tej samej wielkosci, zauwazamy rozrzut wynikow wokdt pewnej
wartos$ci, ktora uznajemy za prawdziwa. Zwykle najlepszym przyblizeniem wartos$ci prawdziwej jest
wartos¢ Srednia uzyskanych wynikéw. Zaldézmy, ze przeprowadziliSmy n pomiaréw tej samej
wielkosci fizycznej x. Otrzymane wartoSci z pomiarOw to X, X,,....x,. Warto$¢ Srednia
otrzymujemy z dodania tych n wartosci 1 podzielenia sumy przez liczbg¢ pomiarow:

1 n
—;;xi. (11)

Niepewno$¢ pojedynczego pomiaru to warto§¢ bezwzgledna rdéznicy pomigdzy pomiarem x,,

=|

a wartoscia prawdziwa X, ktorej nie znamy. W praktyce obliczamy ja jako odchylkg Ax,, czyli
wartos¢ bezwzgledna roznicy pomigdzy danym pomiarem, a warto$cia Srednia:

Ax, =[x, - %| (12)

Odchyltke te utozsamiamy z blgdem bezwzglednym i—tego pomiaru. Dla n pomiaréw otrzymujemy
n takich odchytek Wygodniejsze byloby okreslenie jakiej§ jednej odchytki, uniwersalnej dla
wszystkich n pomiaréw. W tym celu najczeéciej wyznaczamy dla danej serii wynikow tzw.
odchylenie standardowego S pojedynczego pomiaru. Odchylenie standardowe S obliczamy jako
pierwiastek z sumy kwadratéw odchytek podzielonej przez liczbg pomiardw n, czyli:

S = /li(xl —)7)2 . (13)
nio

Istnieje takze inna definicja odchylenia standardowego. Pewne argumenty teoretyczne przemawiaja za
zamiang czynnika n w mianowniku wyrazenia (13) na n—1 i za zdefiniowaniem odchylenia
standardowego pomiardw x,,x,,....,x, — oznaczanego teraz jako o — wzorem
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2 =\/n1_1§(x,-—f>2 . (14

Modyfikacja powoduje, nieznaczne zwigkszenie wartosci o, wzglegdem S. Koryguje to tendencjg
niedoceniania niepewnosci pomiardw x,, x, ,...., X, , szczegolnie dla matej liczby pomiarow n.

Réznica pomigdzy odchyleniami standardowymi policzonymi za pomoca obu definicji jest liczbowo
prawie zawsze nieznaczaca. W kazdym przypadku powinno si¢ powtarza¢ pomiar wielokrotnie, (co
najmniej pig¢ razy, ale lepiej jeszcze wigcej). Nawet, jesli przeprowadzamy tylko 5 pomiarow N =35,
roéznica pomigdzy JN =221+N-1=2 nie jest dla wigkszo$ci zastosowan znaczaca. Niemniej
najlepiej zawsze korzysta¢ z bardziej ostroznej definicji (14).

Tak obliczona niepewno$¢ mozna juz interpretowac¢ w kategoriach prawdopodobienstwa wystapienia
okreslonej wartosci odchylenia danego pomiaru x; od warto$ci rzeczywistej. Mozna udowodni¢, ze
jesli nasze pomiary podlegatyby tzw. rozktadowi normalnemu 1 jesli powtarzalibySmy pomiary x
bardzo wiele razy, to 68,3% naszych wynikow byloby oddalone od X o mniej niz o, czyli prawie

70% wynikow lezatoby w zakresie x + o . Mozemy powiedzie¢, ze istnieje prawdopodobienstwo
68,3%, ze pojedynczy pomiar bedzie sie roznit od wartosci od wartosci Sredniej o mniej niz o .
Znaczenie odchylenia standardowego o, w pomiarach, w ktorych istotne sa bledy przypadkowe jest
doktadnie takie samo, jakie miata niepewno$¢ omodwiona poprzednio. Za niepewnos¢ pomiaru
wartos$ci x mozna przyja¢ Ax = o, 1w wyniku takiego wyboru mamy prawie 70% ufnosci, ze wynik
naszego pomiaru rézni si¢ od wartosci oczekiwanej o mniej, niz Ax.

Oczywiscie warto$¢ $rednia X powinna by¢ znacznie blizsza wartos$ci prawdziwe] X niz wigkszo$¢
poszczegolnych wynikow x,. Istotnie, blqd standardowy o wartosci Sredniej jest\/; razy mniejszy
niz o (uzasadnienie jest podane dalej):

1 1

ogzﬁ-a = Jx:\/n(n—l)Z(Axi) . (15)

Tak wigc, na skutek n—krotnego pomiaru dowolnej wielkosci x mamy » liczb x; 1 z nich obliczamy

ostateczny wynik X £ o_. Zapis ten rozumiemy w ten sposob, ze warto§¢ X rdzni si¢ o o. od
wartosci prawdziwej z prawdopodobienstwem 68,3%; o . stanowi 68,3 procentowy przedziat ufnosci.
Zwigkszajac btad dwukrotnie, do 2 o, dostajemy 95,45 procentowy przedziat ufnosci.

Przyklad: Dokonano serii pomiaréw szerokosci szkolnej linijki za pomoca suwmiarki, ktora pozwala
mierzy¢ z doktadno$cia do 0,1 mm. Otrzymano nastgpujace rezultaty:

x1=24,8 mm, x; =25,0 mm, x3=25,1 mm, x4 =24,9 mm, xs=25,2 mm, x¢=25,0 mm,
x7=249mm, xg=25,2mm, x9=25,1 mm, x;o=25,0mm, x;; =24,9 mm.
Srednia szerokos¢ linijki wynosi:

X =(24,8+25,0+25,1+24,9+25,2+25,0+24,9+25,2+25,1+25,0+24,9)/11 = 25,009.
Zaokraglamy wynik do 25,01, czyli do liczby majacej o jedna cyfrg po przecinku wigcej niz
doktadno$¢ przyrzadu pomiarowego. Nastepnie liczymy poszczegoélne odchylki jako bezwzgledna
réznicg pomigdzy pomiarem x,, a warto$cig X :

Ax,=0,21mm, Ax,=0,01lmm, Ax,=0,09mm, Ax,=0,1Imm, Ax_=0,19mm, Ax =0,01mm,
Ax7=O,1 Imm, Ax8=O,l9mm, Ax9=0,09mm, Axlo =0,01 mm, AxH:O,l Imm.

Korzystajac z (15) obliczamy blad standardowy o . $redniej szeroko$ci linialu: o.=0,035 mm.

Ostatecznie szeroko$¢ linialu zapisujemy jako: (25,01 + 0,04) mm. Otrzymane wielkosci, jak juz to
podkreslano powyzej, nalezy interpretowaé w ten sposob, ze prawdziwa szerokos¢ linialu znajduje sig
w przedziale od 24,97 mm do 25,05 mm z prawdopodobienstwem bliskim 70%.
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Wazna cecha odchylenia standardowego $redniej jest Jn w mianowniku. Jegli przeprowadziliby$my
wigcej pomiardow to odchylenie standardowe o pojedynczego pomiaru nie zmienialoby si¢ w sposob
istotny natomiast odchylenie standardowe o_ $redniej zmniejszatoby si¢ powoli ze wzrostem n (jak
Jn ). Jest to zgodne z oczekiwaniami, ze wigksza liczba pomiaréow daje wigksza wiarygodno$¢
koncowego wyniku. Niestety czynnik VN rosnie doé¢ wolno ze wzrostem N. Na przyktad, jesli
chcieliby$my poprawi¢ nasza doktadnos$¢ o rzad wielkosci (10 razy), to musielibySmy zwigkszy¢
liczbg pomiaréw o czynnik 100. Co wigcej, w tych rozwazaniach zaniedbujemy btedy systematyczne,
a te nie zmniejszajq si¢ przy wzroscie liczby pomiarow. Tak wigc, w praktyce, jesli chcemy w istotny
sposob zwigkszy¢ precyzjg¢ pomiardéw powinni§my raczej zmodyfikowaé technike do§wiadczalna, niz
polega¢ jedynie na wzroscie liczby pomiarow.

1.4.2. Obliczanie btedu przypadkowego ztozonej wielkosci fizycznej

Zatozmy, ze ztozona wielko$¢ fizyczna A4 jest funkcja trzech niezaleznych, prostych wielkosci
fizycznych x, y, z:

A= f(x,y,2). (16)
Wielkosci x, y, z wyznaczamy wielokrotnie i obliczamy ich wartosci $rednie X, y, z oraz odchylenia
standardowe o, o, o,. Mozna dowies¢, ze najlepsza wartos¢ A wielko$ci ztozonej otrzymamy,
jesli podstawimy do (16) warto$ci $rednie zmiennych niezaleznych:

A=f(x,,2).
Blad $redni kwadratowy A4 pomiaru 4 obliczamy korzystajac z reguly kwadratowego przenoszenia
bledow:
2 2 2
O CORCARER a»
ox oy oz °

Wzér (17) mozna uog6lni¢ na dowolna liczbe zmiennych niezaleznych.

Przyklad. Powyzsza metodg zastosujemy w przypadku funkcji jednej zmiennej, np. przy obliczaniu
pola kota S w zaleznosci od pomiardéw srednicy ¢@. Przypusémy, ze w n pomiarach $rednicy uzyskano

2
usredniony wynik: ¢ £ Ag, gdzie Ag=o,. Poniewaz S = nzﬁ , Wigc
AS=|Blap =l ny = A5 _,A0
o0¢ 2 S @

1.4.3. Uzasadnienie teoretyczne metod szacowania btedéw przypadkowych

e Pojecie rozkladu
Wielokrotnie mierzac dowolna wielkos$¢ fizyczna w ustalonych warunkach, np. 8 razy opor cewki za
pomoca mostka Wheatstone'a, otrzymamy tzw. losowo wybrana probke n =28 pomiaréw sposrod
bardzo duzej liczby N mozliwych wynikow pomiarow, np: Ay

4,615; 4,638; 4,597, 4,634, 4,613; 4,623; 4,659, 4,623 Q. 4+ _
Te n=8 wynikdbw mozna pogrupowa¢ w jednakowo szerokich
przedziatach oporu i przedstawi¢ w postaci stupkowego histogramu,  +
jak to pokazano na rysunku.

Histogram dla bardzo duzej liczby pomiarow N jest nazywany 2 T
rozktadem wartosci wielkosci mierzonej x wokot wartosci Sredniej x .

Obwiednia takiego rozkladu moze by¢ opisana krzywa Gaussa, T
zwana krzywa rozktadu normalnego, ktora ma jedno maksimum ze RI[Q]
stosunkowo stromymi zboczami. 0 . . >
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Taki ksztalt krzywej jest intuicyjnie tatwy do

przewidzenia, gdyz pomiary dajace wartosci x coraz g Rozkiad normalny (Gaussa)
bardziej odlegte od warto$ci x w maksimum rozktadu k2

sa coraz mniej prawdopodobne. % ¢(x)

e Rozklad Gaussa a wielko$¢ bledu . g «— mala warto$¢
Krzywa rozkladu zwykle normuje sig, tzn. 82 "I, duzawartsco
powierzchni¢ zawarta pomiedzy krzywa, a osia x s - ’/
przyrownuje si¢ do jedno$ci i taka unormowana | = ——e= — o
krzywa nosi nazwe gestosci rozktadu ¢(x). Iloczyn X o X
¢(x)-dx rowny jest utamkowi wszystkich pomiaréw Qdchylenie od wartosci srednie]

w przedziale od x do x + dx. Przebieg funkcji ¢(x)
najlepiej opisuje funkcja Gaussa, ktoéra ma posta¢ nastgpujaca:

o(x) zﬁ-é-exp{—%}. (18)

X oznacza warto$¢ oczekiwana x, a parametr o, nazywany dyspersjq rozktadu normalnego, jest miara
szerokosci (rozrzutu) rozktadu. Tak okreslona funkcja ¢(x) spetnia warunek unormowania, tj.

T(p(x)-dle (19)

Warto$¢ $rednia x rozkladu, rowna wartosci x w maksimum funkcji @, wyraza wzor:

X= I:x . (o(x) -dx . Przy bardzo duzej liczbie pomiarow wartos$¢ srednia X staje si¢ rowna X.

e Blad standardowy pojedynczego pomiaru
Scisle rzecz biorac, niepewno$é & pojedynczego pomiaru x réwna jest roznicy pomigdzy tym

pomiarem a warto$cia oczekiwana X, a wigc €=x— X . Srednia kwadratow odchylen, &, dla
rozktadu opisanego funkcja ¢(x), moze by¢ wyrazona catka definiujaca wartos¢ srednia:

— 2
52=J: (x—X) @(x)-dx. (20)
Po obliczeniu catki (20) dla rozktadu Gaussa otrzymamy réwnos¢
cl=g”. Q1)

Zatem $rednia &’ jest rowna kwadratowi dyspersji o, co oznacza, ze dyspersja o rozktadu

normalnego jest miara btedu pojedynczego pomiaru.

Zgodnie z rownaniem (21), dyspersja o wyraza odchylenie standardowe S zdefiniowane wzorem (13).

Jednak w rzeczywisto$ci nie znamy wartosci oczekiwanej X 1 w konkretnych obliczeniach

zastepujemy ja wartoscia srednia x . Dlatego, aby unikna¢ niedoszacowania szerokosci rozktadu do

obliczenia odchylenia standardowego stosujemy wzor (14).

Blad wartos$ci $redniej X jest oczywiscie mniejszy niz btad pojedynczego pomiaru i wyznacza go

liczba o, ktéra rowniez mozna znalez¢. Jesli wykonamy duza liczbg serii pomiardw o tej samej

liczbie n pojedynczych pomiardéw, to dla kazdej z tych serii mozna obliczy¢ btad wartosci $redniej

E =X—X ikwadrat tego bledu £°. Po obliczeniu $redniej ze wszystkich wartoéci £° uzyskujemy:
=1z (22)

n
Poniewaz, podobnie jak w przypadku zalezno$ci (21), obliczenie odpowiedniej caltki daje wynik:

o’ = E? , po uwzglednieniu (21) oraz (22) otrzymamy: o, = a/ Jn .
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Z réwnosci tej wnioskujemy, ze odchylenie standardowe warto$ci $redniej dla » pomiarow jest Jn
razy mniejsze od odchylenia standardowego pojedynczego pomiaru.

e (Calkowa funkcja rozkladu

Funkcja Gaussa rozktadu normalnego przedstawia rozktad ggstosci prawdopodobiefistwa. Warto$¢
catki z tej funkcji, obliczona w przedziale od -& do &, (wprowadzamy oznaczenie y =x — X ) okresla

prawdopodobienstwo zajscia zdarzen o wartosci y od zera do & W wyniku tego catkowania
otrzymujemy tzw. catkowa funkcje Gaussa ®(¢):

1 1¢
D(g)=——— | exp(-y* /267 ) dy.
(==L ol 207)
Przedstawimy ®(&) w innej postaci, zamieniajac zmienng calkowania y przez zmienna ¢=y/c.
Wowczas catkowa funkcja ®(z), gdzie z = ¢/, przyjmuje prostsza postaé:

D(z)= \/%l exp(~t*/2) dt .

Funkcja ®(z) pozwala znalez¢ prawdopodobienstwo dla réznych wartosci z. W szczeg6lnosci dla
z=1, ®(z) rowna si¢ 0,683. Wynik ten jest uzasadnieniem twierdzenia, ze warto$¢ oczekiwana
znajduje si¢ z prawdopodobienstwem 68,3 % w przedziale od -0 do o wokol wartosci $rednie;.
Przedziatowi o podwojnej szerokosci odpowiada z =2 1 woéwczas dostajemy znana juz nam wartos¢
®(2) = 0,954 (prawdopodobienstwo 95,4%). Prawdopodobienstwa otrzymania wyniku lezacego
w danym przedziale wokdt wartosci oczekiwanej X zebrano w ponizszej tabeli.

Przedziat Szansa otrzymania wyniku
(X-0,X+0) 68,3%
(X -20,X+20) 95,5%
(X -30,X +30) 99,7%

1.5. Opracowywanie wynikow

1.5.1. Prowadzenie notatek pomiarowych

Bardzo wazne jest prowadzenie notatek dotyczacych przeprowadzanych pomiardw. Zapisy, powinny
by¢ prowadzone na biezaco i1 czytelnie. Odpowiednie notatki uzupetnione obliczeniami koncowymi
1 niewielka dyskusja uzyskanych wynikow stanowia dobry sprawdzian samodzielnos$ci pracy.

Nalezy zwréci¢ uwagg na zapisywanie obok liczb ich mian oraz stosowanych zakresow pomiarowych
miernika. Przed zapisem warto$ci liczbowej nalezy upewni¢ sig, czy wlasciwie zostato odczytane
wskazanie przyrzadu. W razie blednego zapisu nie przeprawia¢ go, lecz przekresli¢ i nowe cyfry
zapisa¢ obok. W przypadku wielu pomiardow, rezultaty najlepiej gromadzi¢ w tabeli z wyraznie
opisanymi kolumnami. Bardzo poprawiaja przejrzysto§¢ notatek wszelkiego rodzaju rysunki
objasniajace szczegoty doswiadczenia.

1.5.2. Obliczenia koncowe

Przy obliczaniu warto$ci zlozonej funkcji rozbijamy ja na prostsze wyrazenia sktadowe i liczymy je
oddzielnie, umieszczajac wartosci tych wyrazen w kolumnach odpowiedniej tabeli. Dopiero z tych
wartosci posrednich obliczamy wyniki koncowe. W razie podejrzen o btad tatwiej wowczas zauwazy¢
gdzie popehilismy pomytke.

Z reguly kalkulator wyswietla 8 do 10 cyfr znaczacych. Jednak jest to pozorna dokladnos¢.
W eksperymencie bardzo rzadko udaje si¢ uzyskac¢ tak duza doktadno$¢, o czym wspominalismy juz
wczesniej przy okazji dyskusji blgdow. Uzyskany wynik obliczen nalezy podawaé¢ w odpowiednio
dobranych jednostkach i z odpowiednia liczba cyfr znaczacych.
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Cyframi znaczqcymi danej liczby sa wszystkie jej cyfry z wyjatkiem poczatkowych zer, np. liczba
64,002 ma 5 cyfr znaczacych (6, 4, 0, 0, 2), liczba 0,0049 ma dwie cyfry znaczace (4, 9). Zera
wewnetrzne sa cyframi znaczacymi, azera koncowe sa znaczace, gdy znajduja si¢ w liczbie
z przecinkiem dziesigtnym. Na przyktad liczb¢ 500 mozemy zapisaé jako 5-10% i ma ona wowczas
jedna cyfr¢ znaczaca — jesli chcemy zaznaczy¢, ze ma ona trzy cyfry znaczace, nalezy ja zapisac
w postaci 5,00-10%. Zer bedacych miejscami znaczacymi nie nalezy opuszczac.

Niepewnos$ci powinny by¢ zwykle zaokraglane do jednej cyfry znaczacej. Od reguly tej jest jeden
istotny wyjatek. Otoz, jesli pierwsza cyfra znaczaca niepewnosci jest 1 ewentualnie 2, to lepiej jest
zachowaé dwie cyfry znaczace zamiast jednej. Przypusémy, Ze nasze obliczenia daja niepewno$¢
Ax =0,14. Zaokraglenie tej wartosci do Ax = 0,1 prowadzitoby do 40% zmniejszenia niepewnosci
1 mniej mylace jest pozostawienie dwoch cyfr znaczacych (0,14).

Kiedy juz ocenilismy niepewno$¢ pomiaru nalezaloby si¢ zastanowi¢ nad cyframi znaczacymi
mierzonej wielkosci. Wynik podany jako ©v=6051,78+30 m/s =zapisany jest niewlasciwie.
Niepewnos¢ 30 m/s oznacza, ze zamiast cyfry 5 na trzecim miejscu liczby 6051,78 mogtoby by sie
znalez¢ 2 lub 8. Jasne jest zatem, Ze ostatnie cyfry 1, 7 oraz 8 nie maja zupelie znaczenia i powinny
znikna¢ po zaokragleniu. Poprawny zapis tego wyniku powinien wyglada¢ nastepujaco:
v=6050+30 m/s.

Wynik obliczen zaokraglamy w ten sposob, ze ostatnia cyfra, ktora zostala po opuszczeniu cyfr
koncowych nie ulega zmianie, jesli nast¢puja po niej cyfry od 0 do 4, a zwigkszamy ja o 1, gdy
nastgpuja po niej cyfry od 5 do 9.

Reguta podawania wyniku koncowego: Ostatnia cyfra znaczaca w kazdym wyniku powinna zwykle
by¢ tego samego rzedu (sta¢ na tym samym miejscu dziesigtnym), co niepewnos¢. Liczby uzywane
w obliczeniach powinny mie¢ jednak generalnie jedna cyfr¢ znaczaca wigcej niz te podawane
ostatecznie. Zmniejsza to niedoktadnosci wprowadzane podczas zaokraglania liczb. Jesli pierwsza
cyfra niepewnosci jest mata (1 lub by¢ moze 2), to wlasciwe jest pozostawienie w odpowiedzi jeszcze
jednej cyfry znaczacej. Przyktadowo, wynik taki jak /=27,6+1 cm jest zapisany sensownie.
Zaokraglenie do 28 + 1 cm spowodowatoby utratg istotnej czgsci informacji.

Jednostki, danej wielkosci fizycznej (np. m/s’, mm?), podajemy na koncu wyniku, po zapisaniu
niepewnosci, jak to jest w przedstawionych przyktadach liczbowych. Takze, je§li mierzona wartos¢
jest tak duza (lub tak mata), ze wymaga zastosowania zapisu wyktadniczego, to prosciej i czytelniej

jest poda¢ odpowiedz 1 niepewnos¢ w tej samej formie np.: g = (1,61 + 0,0S)- 107°C.

A oto kilka przyktadow poprawnego zapisu wynikéw koncowych:

Przed zaokragleniem Po zaokragleniu
v=(6,3219+0,0171) -10* m/s v=(63,22+0,18) -10° m/s.
v =(23,3659 + 0,0185) -10* m/s v=(233,7+0,2)-10° m/s
m=(212,421+0,115) g m=(212,42+0,12) g
m = (0,036251 +0,000111) g m=(36,25+0,12) mg
C =(85,274 4 0,321)-107 uF C =(85,27 +0,33)-nF
1= (257,67 %0,79) A I=(257,7+0,8) pA
V=(256,135 + 0,069) cm’ V=(256,14 +0,07) cm’.

1.5.3. Uwagi dotyczace sporzadzania wykresow

Wyniki pomiarow czgsto przedstawiane sa w postaci wykresu. Wykres jest potrzebny do wyznaczenia
wielko$ci bezposrednio niemierzalnej, jak np. pétokres rozpadu otrzymywany z krzywej rozpadu
zrodla radioaktywnego. Podobnie temperatur¢ krzepnigcia wyznaczamy z przebiegu krzywej
stygnigcia ciata. Wykresy stuza rowniez do sporzadzania krzywych kalibracyjnych. Na przyktad, przy
badaniu nieznanego widma za pomoca spektrometru wykonujemy najpierw tzw. krzywq dyspersji,
czyli wykres zaleznos$ci znanych dlugosci linii widmowych pierwiastkéw od potozenia tych linii na
skali spektrometru.
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Wykresy rysujemy najczgSciej na papierze milimetrowym ze skala liniowa. Gdy zalezno$¢ ma
charakter logarytmiczny lub wykladniczy (y=a-b"), wygodnie jest poshugiwaé si¢ papierem
potlogarytmicznym, (z podziatka liniowa wzdtuz osi x 1 logarytmiczna na osi ).

Wzdhiz osi poziomej odktadamy zmienna niezalezna (przyczyne), tj. wielkos¢, ktorej wartosci sami
dobieramy, a wzdluz osi pionowej — zmienna zalezna (skutek), tj. tg, ktorej wartosci wyznaczamy.
Obie osie powinny by¢ oznaczone symbolem lub nazwa zmiennej wraz z nazwa lub symbolem
jednostki, w jakiej jest ona wyrazona. Dobieramy skalg na osiach tak, aby mozna byto tatwo odczytaé
wspotrzedne dowolnego punktu z doktadnoscia rowna, co najmniej doktadnosci przeprowadzonych
pomiaro6w — podziatki skali wyraznie zaznaczamy. Wykres nie powinien by¢ ani zbyt ,,stromy”, ani
zbyt ,,ptaski”. Podziatki nie musza rozpoczynacé si¢ od zera.

Po dobraniu skali i narysowaniu osi wspotrzednych nanosimy dane pomiarowe (na powierzchni
wykresu, nie na osiach wspotrzednych). Zaznaczamy je krzyzykami, kotkami lub innymi figurami
geometrycznymi, ktore begda widoczne na tle przeprowadzonej krzywej. Potozenie punktu
pomiarowego powinno znajdowac si¢ w $§rodku geometrycznym figury imoze dodatkowo by¢
oznaczone kropka. Nastgpna czynno$cia jest zaznaczenie blgdow pomiaru Ax i Ay poprzez np.
otoczenie kilku punktow pomiarowych prostokatami o bokach 2Ax i 2Ay.

Ostatnia czynnoscia jest wykreslenie samej

krzywej. Krzywa wykreslamy najlepiej za pomoca _AY Odczytywanie warto$ci z wykresu
krzywika. Krzywa nie musi przebiega¢ dokladnie
przez wszystkie punkty pomiarowe, ale powinna -
przecina¢ ich prostokaty bledow; wykresow nie _
wykonujemy poprzez faczenie punktow _l
pomiarowych  odcinkami.  Liczba  punktow y,#—— " T]
znajdujacych si¢ po prawej i po lewej stronie L
krzywej powinna by¢ w miar¢ mozliwosci réwna.
Moze si¢ zdarzy¢, ze ktéry$ z punktow lezy w
znacznej odleglosci od krzywej, wzdhluz ktorej -
uktadaja si¢ pozostale punkty — wtedy pomijamy
go, gdy pomiary dotycza zjawiska znanego
(przyjmujemy, ze jest on obarczony biedem
grubym). W przeciwnym razie nalezy wykonac X,
dodatkowe pomiary.

2Ay

A

|
I
[
[
[
l=— 2 Ax
I
|
|
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1.5.4. Odczytywanie wartosci z wykresu i wyznaczanie nachylenia krzywej

Na podstawie sporzadzonego wykresu mozna wyznaczy¢ jedna ze zmiennych, gdy znana jest druga.
Przyjmujemy, ze maksymalna niepewnos$¢ wspotrzednych dowolnego punktu lezacego na krzywej nie
przekracza bledu, jakim obarczone byly punkty pomiarowe a wigc punkt 4 lezacy na krzywe;,
o wspotrzgdnych (x,, y,), otoczony jest takim samym prostokatem bigdu jak kazdy punkt

pomiarowy. Warto$¢ x , odczytana dla okre$lonej wartosci y, jest obarczona niepewnoscia Ax.

Nachyleniem a krzywej (stycznej do krzywej w danym punkcie) nazywamy stosunek przyrostu

Ay =y, —y, do odpowiadajacego mu przyrostu Ax = x, —Xx,): AY  Wyznaczanie nachylenia

a=(y, -y,)/(x,-x,). 24 y, ]

W granicznym przypadku, gdy (x, —x,) dazy do zera, nachylenie
jest rowne pochodnej y wzgledem x. Jednak nachylenie krzywej, V4 T
mimo podobienstwa do tangensa kata nachylenia, jest najczgsciej
wielko$cia mianowana 1 nie mozna jej interpretowaé jako Vi 7
tangensa kata zmierzonego na wykresie. W przypadku, gdy
punkty pomiarowe (x,,»;) wskazuja na zalezno$¢ liniowa,
y=ax +b, nachylenie prostej mozna wyznaczy¢ metoda
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najmniejszych kwadratéw (tutaj nie omawiamy tej metody) lub, mniej doktadnie, po wykonaniu
wykresu korzystajac ze wzoru (24).

W celu wyznaczenia btedu Aa nachylenia nalezy okresli¢ dwie .AY
skrajne warto$ci nachylenia, zwiazane z prostokatami btgdu
zaznaczonymi na poczatku i na koncu prostoliniowego odcinka &A=
krzywej. Jako rzeczywiste nachylenie a przyjmujemy S$rednia """""

Btad nachylenia linii

arytmetyczna a = (al +a 2) / 2. Blad maksymalny nachylenia jest -

o
o
.
K
R 4
o of
o
.
.
.
o
s

réwny potowie roznicy dwoch skrajnych warto$ci nachylenia:
Aaz‘al—az‘/Z. ]

V><

1.6. Elementarne przyrzady pomiarowe

W kazdym laboratorium znajduja sig, oprocz aparatury wyspecjalizowanej, przyrzady uniwersalne,
jak linjjka, suwmiarka, mikrometr, waga, amperomierz czy woltomierz. Poniewaz przyrzady te sa
uzywane bardzo czgsto, niezaleznie od wykonywanego zadania, warto zapozna¢ si¢ z ich zasada
dziatania i obstuga.

e Linijka

Linijka pozwala na pomiar dtugo$ci z dokladnoscia do 0,5 mm a nawet, przy starannym pomiarze, do
0,2 mm. Trzeba przy tym unika¢ pewnych uchybien metodycznych. Nalezy do nich np. bigd
paralaksy Mozna go popetni¢, gdy linijka podczas pomiaru jest 84 A

nieco oddalona od mierzonego przedmiotu, aodczyt jest /" Blad paralaksy
dokonywany pod katem roznym od prostego — zaleznie od kata 77T ,'/‘ 7Ty
obserwacji odczytujemy rozne wartosci. Bigdu tego mozna uniknaé % 9 /
przez maksymalne zblizenie liniatu do mierzonego przedmiotu badz

tez przystawienie zwierciadetka do skali linijjki 1 pordOwnanie *t
potozenia konca obrazu przedmiotu z rysami na linijce.

Blad paralaksy moze by¢ popelniony réwniez i w przypadku innych przyrzadow, gdy odczyt polega
na ustaleniu potozenia wskazéwki wzgledem skali nieco oddalonej od ptaszczyzny ruchu wskazoéwki.
Bywa, ze poczatek linijki jest uszkodzony 1 woéwczas, w celu uniknigcia tzw. bledu zera, przyktadamy
liniat do przedmiotu w taki sposdb, aby potozenie obu koncdéw przedmiotu trzeba byto odczytywaé —
wynik uzyskamy przez odjecie tych dwu odczytow.

Niekiedy skala umieszczona na linijce jest wadliwa na skutek deformacji materiatu albo niestarannego
wykonania i przy odpowiedzialnych pomiarach nalezy wytypowana do pomiaréw linijk¢ porownac
z inna. Czynno$¢ taka nazywamy kalibracja przymiaru.

e Suwmiarka

Suwmiarka jest uniwersalnym przyrzadem sluzacym do pomiaru wymiardéw liniowych z doktadnos$cia
do 0,1 mm. Suwmiarke stanowia dwie metalowe skale, z ktorych jedna daje si¢ przesuwaé wzdtuz
drugiej. Na poczatku obu skal znajduja si¢ ptaszczyzny szczgk, migdzy ktdérymi umieszczamy
mierzony przedmiot. Suwmiarka o odpowiednim ksztatcie szczegk mozna mierzy¢ réwniez wymiary
wewngtrzne otwordw — nalezy szczg¢ki suwmiarki wlozy¢ do wnetrza otworu tak, aby dotykaty
scianek. Bolcem wysuwajacym si¢ przy rozsuwaniu szczek mozemy mierzy¢ glebokos¢ sSlepego
otworu. Skala nieruchoma posiada zwykle podziatk¢ milimetrowa. Skala ruchoma, zwana noniuszem,
posiada dziesi¢¢ podziatek zaznaczonych na odcinku réwnym 9 mm, zatem jedna podziatka noniusza
roézni si¢ od jednej podziatki skali gtéwnej o 0,1 mm. Dzigki temu przesunigcie poczatku noniusza
wzgledem kreski skali milimetrowej np. o 0,3 mm spowoduje, wyréwnanie si¢ trzeciej kreski
noniusza z jedna z kresek skali gtownej. Odczytu catkowitej liczby milimetréw dokonujemy na skali
nieruchomej w miejscu gdzie rozpoczyna si¢ skala noniusza, za$ kreska skali noniusza zgodna z
dowolna kreska skali gtownej umozliwia odczyt dziesigtnych czgsci milimetra, powyzej okreslonej
juz catkowitej liczby milimetréw. Suwmiarki z noniuszem zawierajacym 20 rys pozwalaja na
dokonanie pomiaré6w nawet z doktadnos$cia do 0,05 mm.



TIL, Katedra Fizyki SGGW 16 2005-02-20

W przypadku niektorych suwmiarek, gdy szczeki sa tylko po jednej stronie skali liniowej, przy
pomiarze wymiaréw wewngtrznych, np. $rednicy wewngtrznej obreczy, nalezy do odczytu dodaé
warto$¢ rowna szerokosci szczgk (na ogot 10 mm). Odezyt na skali dotyczy odleglosci pomigdzy
plaszczyznami wewngtrznymi szczgk, a Srednica wewngtrzna jest o szeroko$¢ szczek wigksza.

Zasadg noniusza wykorzystuje sig¢ tez do skal stuzacych do pomiaru katéw (np. w polarymetrze czy
spektrometrze).

¢ Sruba mikrometryczna

Sruba mikrometryczna, lub krocej mikrometr, pozwala na latwe dokonanie pomiaru wymiaréw
liniowych z doktadno$cia do 0,01 mm (10 um).. Przyrzad ten. Mierzony przedmiot (o wymiarach nie
przekraczajacych 100 mm) umieszczamy pomigdzy szczekami mikrometru. Nast¢pnie na osi §ruby
odczytujemy milimetry, a setne czg$ci milimetra na skali obrotowej umieszczonej na bebnie. Jezeli
obwdd bebna jest podzielony na 50 czesci to jeden petny obrét oznacza przesunigeie (skok Sruby)
0 0,5 mm — przy podziale na 100 cz¢sci skok wynosi 1 mm.

Sruba zaopatrzona jest w czujnik, tzn. urzadzenie zapewniajace zawsze ten sam nacisk
1 zabezpieczenie mierzony przedmiot przed uszkodzeniem, a §rube przed przesuwaniem si¢ jej punktu
zerowego. Mimo tego punkt zerowy moze ulega¢ z czasem pewnemu przesuni¢ciu. Dlatego przed
pomiarem nalezy sprawdzi¢ odczyt na Srubie przy zetknigciu szczgk 1 po pomiarze uwzglednié
ewentualng poprawke z odpowiednim znakiem.

e Waga laboratoryjna.

Pomiar masy, czyli po prostu wazenie, na wadze belkowe] polega na poréwnywaniu dwu cigzarow
przy uzyciu dzwigni dwuramiennej. W przypadku wagi spr¢zynowej cigzar ciala jest proporcjonalny
do ugigcia sprezyny (prawo Hooka). Do okre$lenia masy wykorzystujemy proporcjonalno$¢ masy do
cigzaru, przy czym wspotczynnikiem proporcjonalnosci jest przyspieszenie grawitacyjne (dla obszaru
Polski wynosi ono g = 9,81m/s2 ).

Najwazniejsza czgscia wagi belkowej jest podparta po $rodku sztywna belka, na ktorej koncach, na
specjalnych pryzmatach, sa zawieszone szalki. W punkcie podparcia jest umocowana wskazoéwka,
poruszajaca si¢ na tle skali, ktora pokazuje wielko$¢ nachylenia belki. Dla zabezpieczenia pryzmatow
przed szybkim zuzyciem, waga jest zaopatrzona w urzadzenie blokujace tzn. zatrzymujace dziatanie
wagi, ktorym podnosi si¢ belk¢ wagi z podparcia ijednocze$nie uchwyty szalek z pryzmatow
bocznych. Odwazniki 1 wazona mase¢ naktadamy na szalki przy zablokowanej wadze. Wage nalezy
odblokowa¢ tylko na czas poréwnywania cigzaru badanego ciala z cigzarem odwaznikow. Drobne
odwazniki nalezy uymowac szczypcami.

Przystgpujemy do wazenia, gdy waga jest wypoziomowana (mozemy poprawi¢ ustawienie wagi
wkrecajac lub wykrecajac odpowiednie nézki w podstawce wagi). Uruchomiona waga powinna
przyja¢ potozenie zerowe. Jako potozenie zerowe przyjmuje si¢ rys¢ na skali, wokot ktorej waha sig
wskazdwka wagi nieobcigzonej lub réwno obciazonej na obu szalkach. Jezeli odchylenie potozenia
zerowego jest wigksze niz dwie podziatki od $rodka skali, wage nalezy wyregulowaé, wyréwnaé
dlugosci ramion belki (przez wkrgcanie lub wykrgcanie nakrgtek regulacyjnych). Rowniez odczytu
masy dokonujemy po uzyskaniu przez obciazona wage polozenia zerowego.

Kazda wage cechuja dwa najwazniejsze parametry — sa nimi doktadno$¢ i czuto$¢. Doktadnoscia
wagi nazywamy wielko$¢ najmniejszego odwaznika, ktory jeszcze powoduje zmiang potozenia
wskazdwki. Do wazenia ciat o wigkszej masie stosuje si¢ wagi o bardziej wytrzymatej konstrukeji, ale
o mniejszej dokladnosci. Rodzaj wagi w danym pomiarze dobieramy do spodziewanej masy ciata.
Wagi laboratoryjne maja zwykle doktadnos¢ do 10 mg, za$ wagi analityczne do 0,1 mg.

Czuloscia wagi nazywamy stosunek wychylenia wskazowki do obciazenia wywotujacego dane
wychylenie. Czuto§¢ wagi, jak to wynika z rozwazan teoretycznych, jest wprost proporcjonalna do
dtugosci ramion 1 odwrotnie proporcjonalna do odlegtosci pomiedzy punktem podparcia 1 srodkiem
cigzkosci belki, a takze odwrotnie proporcjonalna do masy belki. Im wigkszej wymagamy doktadnos$ci
tym bardziej czulej potrzebujemy wagi.



TIL, Katedra Fizyki SGGW 17 2005-02-20

e Przyrzady elektryczne

We wszystkich pomiarach zwiazanych z elektryczno$cia uzywamy przyrzadow mierzacych gldwnie
natezenie przeplywajacego pradu w danym miejscu obwodu oraz réznicg potencjalow pomigdzy
dwoma wybranymi punktami obwodu. Popularnie mowi si¢ o pomiarze natgzenia i napigcia pradu.
Nie begdziemy tutaj rozpatrywali zasad budowy miernikéw elektrycznych — ograniczymy sig tylko do
pewnych informacji niezbgdnych w tego rodzaju pomiarach.

Woltomierz, laczony réwnolegle z oporem R (rys. a), jest

V)
przyrzadem o duzej opornosci wewngtrznej (im wigksza tym —/
lepiej), totez pomytkowe wlaczenie woltomierza do obwodu
nie zawsze powoduje jego zniszczenie. Znacznie gorzej jest R

z amperomierzem, ktory wlaczamy do obwodu szeregowo
(rys. b), a jego opornos¢ wewnetrzna jest bardzo mata — prad
elektryczny o zbyt duzym natgzeniu (wigkszym niz zakres I
amperomierza) moze spowodowac jego natychmiastowe _>_| R | (:)
zniszczenie. PowinniSmy  wigc, wmiar¢ mozliwosci,

przewidzie¢ wielko$¢ mierzonego napigcia badZz natgzenia  b) potaczenie szeregowe

pradu idobra¢ przyrzad o odpowiednim zakresie. Pomiary

najlepiej rozpocza¢ od ustawienia przyrzadu na maksymalny zakres pomiarowy, a nastgpnie zakres
stopniowo zmniejszamy, az wychylenie wskazoéwki begdzie nie mniejsze niz 1/3 skali. Do pomiaréw
bardzo matych napie¢ i nat¢zen pradow uzywamy mikrowoltomierzy i mikroamperomierzy (lub
nawet galwanometrow).

a) potgczenie rownolegte

Kazdy miernik elektryczny ma zaznaczony rodzaj pradu, do jakiego zostatl przeznaczony (staly czy
zmienny) oraz do jakich maksymalnych napi¢¢ lub nat¢zen mozna go stosowaé. Ponadto, ma
zaznaczona tzw. klas¢ przyrzadu. Mierniki uniwersalne maja dodatkowe przelaczniki pozwalajace na
uzywanie ich raz jako amperomierza, a innym razem jako woltomierza, a nawet niektore mozna
stosowa¢ do pomiaré6w opornosci, jezeli maja podiaczone wiasne zrédto pradu (baterig). Coraz
czgsciej na wyposazeniu laboratorium znajdujemy przyrzady cyfrowe. Podaja one mierzone warto$ci
pradu w postaci cyfrowej, z doktadnoscia podana w instrukcji przyrzadu (patrz rozdziat 1.3.2).

Uwaga: przy pomiarze przyrzadem cyfrowym nat¢zenia pradu rzedu kilku amperéw czas pomiaru nie
powinien przekracza¢ jednorazowo kilkunastu sekund.

Zakonczenie

Bardziej wyczerpujace omowienie metod i technik stosowanych w laboratoriach fizycznych mozna
znalez¢ w innych opracowaniach dotyczacych ¢wiczen w pracowni fizycznej, jak np:

Tadeusz Drynski, Cwiczenia laboratoryjne z fizyki; PWN, Warszawa 1976.

Henryk Szydtowski, Pracownia fizyczna; PWN, Warszawa 1994.

G.L. Squires, Praktyczna fizyka; PWN, Warszawa 1992.

John R. Taylor, Wstep do analizy btedu pomiarowego; WNT, Warszawa 1995.

Wyzej wymienione ksiazki postuzyly do przygotowania przedstawionego wstgpu do pracowni
fizycznej w Katedrze Fizyki SGGW.



